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Вступ  
При математичному моделюванні, наприклад, 
процесів нелінійної теплопровідності необхідно 
розв’язати крайову задачу для нелінійного 
еліптичного рівняння вигляду 
 , . 

У випадку, коли  – куля радіуса  у , мож-
на поставити задачу відшукати радіально-
симетричний (тобто залежний лише від ) 
розв’язок вказаного рівняння. При цьому ми 
приходимо до задачі розв’язання крайової задачі 
для нелінійного звичайного диференціального 
рівняння. 
Точні розв’язки крайових задач для нелінійних 
диференціальних рівнянь можна отримати лише 
у деяких поодиноких випадках, тому для 
розв’язання таких задач зазвичай використову-
ються чисельні методи. Серед них можна виділи-
ти, зокрема, сіткові, варіаційні та ітераційні ме-
тоди [1]. Ітераційні методи є найбільш привабли-
вими з точки зору зручності обчислювальної ре-
алізації та завдяки наявності властивості само-
виправності. Особливе місце серед ітераційних 
методів належить двобічним методам. Методи 
двобічних наближень є універсальним інстру-
ментом як при дослідженні питань існування та 

єдиності розв’язків операторних рівнянь, так і 
для фактичного їх знаходження. При цьому 
двобічні наближення дають верхню та нижню 
оцінку розв’язку на кожній ітерації, а отже, про-
понують зручну апостеріорну оцінку похибки 
наближеного розв’язку. 
Двобічні ітераційні методи засновані на викори-
станні теорії нелінійних операторів у напівупо-
рядкованих просторах. До розв’язання крайових 
задач для нелінійних диференціальних рівнянь 
вони були застосовані, наприклад, у роботах [2 – 
5, 9, 10], але задачі знаходження радіально-
симетричних розв’язків не розглядалися. 
Отже, вдосконалення існуючих методів 
двобічних наближень у частині їх застосування 
до задачі знаходження додатних радіально-
симетричних розв’язків напівлінійних еліптич-
них рівнянь є актуальною науковою задачею. 
Дана робота продовжує дослідження, розпочаті у 
роботах [2, 9], і розповсюджує їх на треті крайові 
задачі та на звичайні диференціальні рівняння з 
вироджуваним оператором. 
1. Мета та задачі дослідження 
Метою роботи є вдосконалення існуючих методів 
двобічних наближень у частині їх застосування до 
знаходження додатних радіально-симетричних 
розв’язків крайових задач першого та третього 
типів у випадку ізотонної степеневої нелінійності у 
правій частині диференціального рівняння. Для до-
сягнення поставленої мети необхідно: 
– для знаходження радіально-симетричного 
розв’язку отримати крайову задачу для звичай-
ного диференціального рівняння; 
– методом функцій Гріна звести отриману крайо-
ву задачу до еквівалентного інтегрального 
рівняння Гаммерштейна і дослідити властивості 
відповідного нелінійного оператора; 
– побудувати метод двобічних наближень 
знаходження розв’язку інтегрального рівняння 
Гаммерштейна і отримати умови існування 
єдиного додатного радіально-симетричного 
розв’язку розглядуваних крайових задач; 
– провести обчислювальні експерименти для те-
стових задач. 
2. Постановка задачі  
У кулі  розглядатимемо 
рівняння нелінійної стаціонарної тепло-
провідності 
 , , (1) 
з двома типами крайових умов: 
 , (2) 

pu u-D = l

l p

u f ( , u)-D = x ÎWx

W R 3
!

r = x

2{ : R}W = Î <x x!

u f ( , u)-D = x ÎWx

u 0¶W =
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 . (3) 

Одним з типових випадків залежності функції 
щільності теплових джерел від температури є сте-
пенева залежність вигляду  ( , 

). 
Ставиться задача знаходження додатного 
радіально-симетричного (тобто залежного лише 
від ) розв’язку крайових задач (1), (2) та (1), 

(3) для . 
3. Метод двобічних наближень 
Застосуємо до розв’язання задачі (5), (6) метод 
двобічних наближень, заснований на викори-
станні методів теорії нелінійних операторних 
рівнянь у напівупорядкованих просторах [6, 7]. 
Отже, у одиничній кулі  
  
розглядатимемо нелінійне еліптичне диферен-
ціальне рівняння вигляду (1) із правою частиною 

 ( , ), тобто розглядатимемо 
рівняння 
 , . (4) 
У сферичній системі координат, яка вводиться за 
формулами 
 , 
 , 
 , 
 , , , 
оператор Лапласа матиме вигляд 
  

 . 

Якщо розв’язок крайової задачі має радіальну 
симетрію, то його значення в будь-якій точці 

 залежить лише від віддалення цієї точки 
від початку координат. З цього випливає, що 
функція  залежить тільки від змінної , де 

. Тоді (4) стає звичайним дифе-
ренціальним рівнянням вигляду 

 , 

або 

 , (5) 

де  – відстань від точки до 
початку координат. 

Крайові умови (2), (3), що були задані на сфері 
, відповідно приводять до наступних край-

ових умов для функції  при : 
 , 
 . 
Точка  є особливою точкою диференціаль-
ного рівняння (5), тому для функції  при 

 треба поставити умову обмеженості: 
 . 
Отже, проблема знаходження додатних радіаль-
но-симетричних розв’язків рівняння (1) за крайо-
вих умов (2) чи (3) зводиться відповідно до 
наступних двох крайових задач: 

 , , (6) 

 , , (7) 
і 

 , , (8) 

 , . (9) 
Загальний розв’язок однорідного рівняння 

 має вигляд 

 . 

Умова обмеженості  буде виконана, 
якщо обрати , , тобто умові при  
задовольнятиме частинний розв’язок . 
Крайовій умові  задовольнятиме частин-

ний розв’язок , а крайовій умові 

 – частинний розв’язок 

. Визначники Вронського цих пар 

функцій відповідно дорівнюють 

 , 

 . 

Отже, функції Гріна крайових задач (6), (7) і (8), 
(9) матимуть вигляд 
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  (10) 

  

  (11) 

Тоді кожна з задач (6), (7) і (8), (9) еквівалентна 
інтегральному рівнянню Гаммерштейна 

 , (12) 

де . 
Означення. Узагальненим розв’язком крайової за-
дачі (6), (7) чи (8), (9) називатимемо функцію 

, яка є розв’язком інтегрального 
рівняння (12). 
У сенсі означення і розумітимемо еквівалент-
ність крайових задач (6), (7) чи (8), (9) та інте-
грального рівняння (12).  
З рівнянням (12) пов’яжемо нелінійний інте-
гральний оператор, що діє у  за правилом 

 . (13) 

Тоді рівняння (12) запишеться у вигляді 
. Це рівняння розглядатимемо у банахо-

вому просторі , напівупорядкованому ко-
нусом  невід’ємних у  функцій. 
Вивчимо властивості оператора .  
Очевидно, що функції  для кож-
ної з функцій Гріна (10) і (11) неперервні та 
невід’ємні при . 

Оскільки  для всіх  і 
, то  для всіх , а отже, 

оператор  є додатним. 
Оскільки , якщо  і , і функція 

 є невід’ємною, то для всіх  

, а отже, з нерів-

ності  випливає нерівність , 
тобто оператор  при  є ізотонним. 

Нехай . Для функції Гріна (10) 

, а для функції Гріна (11) 

. 

У випадку функції Гріна вигляду (10) має місце 
оцінка 
 , (14) 

де ,  – непере-

рвні та невід’ємні при  функції, а у 
випадку функції Гріна вигляду (11) має місце 
оцінка 
 , (15) 

де ,  – неперервні та 

невід’ємні при  функції. 
З нерівностей (14) і (15) випливає, що для будь-
якої  має місце нерівність: 

 , (16) 

де , . 

Нерівність (16) свідчить про -обмеженість 

лінійного оператора .  

Дослідимо оператор  вигляду (13) на угнутість 

та -увігнутість з функцією  для 

випадку крайових умов (7) і функцією 

 для випадку крайових умов 

(9). 
Для будь-якої  має місце нерівність  

 , (17) 

де , , 

тобто . 
Нехай  таке, що  
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( , ). Розглянемо при 
 нерівність . Оскільки  

  

 , 

то нерівність  буде виконано, якщо 

, тобто (з урахуванням умови ) 
якщо . 
Отже, за умови  оператор  є увігнутим.  
Доведемо, що за умови  оператор  та-
кож буде і -увігнутим.  
Нехай ,  і . Тоді з 
урахуванням нерівності (17) 

 , 

де .  

З іншого боку, відповідно до нерівності (16), має 
місце оцінка 

 , 

де . Тоді 

  

  

 , 

або  
 , 

де . 

Отже, оператор  є -увігнутим. 
Лема. Оператор , що діє за правилом (13), 
розглядуваний для кожної з крайових задач (6), 
(7) і (8), (9), має такі властивості: 
а) є додатним оператором; 
б) є ізотонним оператором при ; 
в) є -увігнутим при , де 

 для задачі (6), (7) і 

 для задачі (8), (9). 

Оскільки оператор  перетворює конус  в 
, то кінці інваріантного конусного відрізку 

 для оператора  шукатимемо у 
вигляді 
 , . 
Тоді умови, що визначають кінці інваріантного 
конусного відрізка, приводять до таких нерівно-
стей для визначення сталих  і  ( ): 

  для всіх ,(18) 

  для всіх .(19) 

Нерівності (18), (19) можуть бути зведені до ви-
гляду 
 , , (20) 
де 

 , . 

Для крайової задачі (6), (7) знаходимо, що 

 , 

 , 

а для крайової задачі (8), (9)  

  

 , 

  

 , 

де  – гамма-функція Ейлера; 

     – гіпер-

геометрична функція. 
Зауважимо, що гіпергеометрична функція має ін-
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 . 

Тоді з нерівностей (20) знаходимо, що 

 , . (21) 
Оскільки для більш швидкої збіжності двобічних 
ітерацій слід взяти найбільше значення  і най-
менше значення , що задовольняють нерівності 
(21), то остаточно матимемо, що для кінців 

,  інваріантного конусного 
відрізка слід обрати значення 

 , , 
при цьому, очевидно, виконується умова 

. 
Для кожної з крайових задач (6), (7) і (8), (9) 
сформуємо ітераційний процес за формулами  

 , ,  (22) 

 , , (23) 

 , . (24) 
З огляду на властивості оператора  можна зро-
бити висновок, що ітераційний процес (22) – (24) 
двобічно збігається до єдиного у конусі  до-

датного розв’язку  крайової задачі (6), (7) чи 
(8), (9). А саме мають місце такі твердження. 
Теорема 1. Нехай  
  

– одинична куля у . Крайова задача 
 , , 
 , 
при ,  має єдиний додатний 
радіально-симетричний розв’язок 

, 
до якого двобічно збігаються послідовні набли-
ження, які формуються за схемою 

 , , 

 , , 

 , , 
де 

  

 , 

 , , 

 , 
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Теорема 2. Нехай 
  

– одинична куля у . Крайова задача 
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 . 

Двобічна збіжність послідовних наближень (22) 
– (24) розуміється у сенсі виконання нерівностей 
  

 . 
4. Результати обчислювального експерименту 
Обчислювальний експеримент було проведено 
для задач (6), (7) і (8), (9) при  та 

 (у задачі (8), (9) було обрано ). 

Для задачі (6), (7) при ,  збіжність з 

точністю  було досягнуто за 7 ітерацій. 
Знайдено, що 

 , , 

 , . 

На рис. 1 наведено графіки верхніх  

(суцільна лінія) та нижніх  (пунктирна 
лінія) наближень. На рис. 2 наведено графік наб-
лиженого розв’язку , а на рис. 3 – поверхні 

рівня функції . На рис. 4 наве-
дено графіки залежності  від  для зна-
чень .  

  
 Рис. 1. Графіки  і ,  

   
 Рис. 2. Графік  

   
 Рис. 3. Поверхні рівня функції  

  
 Рис. 4. Значення норми наближеного розв’язку  
 залежно від параметра  ( ) 

Для задачі (8), (9) при , ,  

збіжність з точністю  було досягнуто за 7 
ітерацій. Знайдено, що 

 , 

 , 

 , 

 . 

На рис. 5 наведено графіки верхніх  

(суцільна лінія) та нижніх  (пунктирна 
лінія) наближень. На рис. 6 наведено графік наб-
лиженого розв’язку , а на рис. 7 – поверхні 

рівня функції . На рис. 8 наве-
дено графіки залежності  від  для зна-
чень .  
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 Рис. 5. Графіки  і ,  

   
 Рис. 6. Графік  

   
 Рис. 7. Поверхні рівня функції  

  
 Рис. 8. Значення норми наближеного розв’язку  
 залежно від параметра  ( ) 

Як бачимо, і у випадку задачі (6), (7), і у випадку 
задачі (8), (9) зі збільшенням  та з наближенням 

 до 1 норма розв’язку відповідних задач прямує 
до нуля. 
Попередні результати роботи було представлено 
на 23-му Міжнародному молодіжному форумі 
«Радіоелектроніка та молодь у ХХІ столітті» (м. 
Харків, 16-18 квітня 2019 р.) [8]. 
Висновки 
Отримали подальший розвиток двобічні методи 
розв’язання задач математичної фізики у частині 
їх застосування до знаходження радіально-
симетричних розв’язків першої та третьої крайо-
вих задач для рівняння . Отримані у 
роботі результати можна розповсюдити на 
рівняння з іншими типами нелінійностей та на 
більш загальні еліптичні рівняння, а також за-
стосувати до розв’язання прикладних задач, 
пов’язаних з розрахунком фізико-механічних 
полів. Це і визначає наукову новизну та практич-
ну значущість отриманих у роботі результатів. 
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