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1. Вступ 
При розробці систем, орієнтованих на наскрізні 
технології інтелектуальних сенсорів, інтернет 
речей, а також на удосконалення інтерфейсів 
взаємодії між людиною і комп'ютером, ставиться 
завдання узгодження сенсорів з цифровими си-
стемами збору і обробки інформації [1]. 
На даний момент актуальним завданням для ре-
алізації систем, що приймають інформацію від 
великої кількості різнорідних сенсорів, є розроб-
ка архітектур потокових процесорів, що склада-
ються з типового процесорного ядра і зовнішніх 
апаратних модулів потокової обробки. Основна 
мета розвитку подібних архітектур пов'язана зі 
спрощенням взаємодії компонентів, зокрема з 
використанням послідовної передачі даних ім-
пульсними (бітовими) потоками. При цьому біт-
потокові пристрої складають елементну базу 
зовнішніх апаратних модулів децентралізованих 
систем, що працюють з потоковими формами. 
Дані, одержувані від різнорідних сенсорів, 
обробляються в паралельно працюючих каналах 
і далі передаються в обчислювальне ядро. При 
цьому застосовуються потокові форми представ-
лення даних [1]. Інформаційні потоки форму-
ються з елементарних інформаційних одиниць, 
які залежно від базової реалізації можуть мати 
різну матеріальну сутність. Як базова сутність 
фізичного носія біт-потокових даних можуть ви-
ступати електричні, оптичні, пневматичні, 
біологічні та інші сигнали. В електричних схемах 
як носій виступають електричні імпульси, на ос-

нові яких формуються потоки одиничних ім-
пульсів і потоки широтно-імпульсно-
модульованих сигналів [1]. Перетворення часо-
вих інтервалів в цифрову величину шляхом їх 
заповнення імпульсами опорної частоти нази-
вається час-імпульсним перетворенням. При  
цьому, інформаційну функцію виконують тимча-
сові характеристики прямокутних одиничних 
імпульсів.  
Потокові способи передачі та обробки інфор-
мації характеризуються: 
– можливістю реалізації перетворення за рахунок 
використання методів формування приростів і 
послідовної обробки потоків у міру надходження 
одиничних імпульсів; 
– високою завадостійкістю, обумовленою непо-
зиційністю і ваговою рівнозначністю одиничних 
імпульсів [2]. 
В потокових формах інформація пов'язується з 
кількістю імпульсів, що проходять в потоці за 
одиницю часу, або з відносною тривалістю оди-
ничного значення біта. При цьому біт-потокові 
представлення не використовують безпосереднь-
ого кодування, як це прийнято при цифровій 
обробці інформації в типових інтерфейсах [2].  
Функціональне перетворення біт-потоків є по-
ширеним завданням, що застосовується в систе-
мах управління, моделювання, контролю, в ін-
формаційно-вимірювальних системах та при-
строях. При проведенні математичної обробки 
первинної вимірювальної інформації, що отри-
мують з вимірювальних сенсорів,  поряд з ариф-
метичними, алгебраїчними та іншими опе-
раціями часто потрібне виконання різних 
нелінійних (функціональних) перетворень ім-
пульсних потоків.  
Функціональне перетворення здійснюється при 
виконанні завдань лінеаризації і масштабування 
сигналів, що отримують від сенсорів, при 
вирішенні завдань непрямого вимірювання, при 
отриманні коригувальних сигналів у системах 
управління, при отриманні нелінійних матема-
тичних залежностей вихідних сигналів, при 
здійсненні типових процедур статистичної 
обробки вимірюваної інформації. В обчислю-
вальних системах і пристроях функціональне 
перетворення в ряді випадків реалізується авто-
номно, наприклад, при виконанні операцій мно-
ження-ділення, тригонометричних перетворень 
та інших. При безперервному аналізі інфор-
маційних процесів, що відбуваються в природі та 
технічних системах, необхідний безперервний 
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прийом потоку даних, безперервна обробка ін-
формаційних елементів потоку у міру їх надход-
ження і безперервне формування результату в 
процесі обробки. Для вирішення таких завдань 
необхідно створення елементів і пристроїв, 
орієнтованих на потокову обробку інформації.  
Реалізація потокового методу обчислень полягає 
в розгортці кодової інформації в часі з одно-
часним паралельно-послідовним виконанням пе-
ретворень над бітами і отриманими потоками 
час-імпульсних сигналів відповідно до необ-
хідної функції. 
У більшості випадків чутливі елементи сенсорів 
формують аналогові вихідні сигнали, що призво-
дить до необхідності їх перетворення в цифрову 
форму. При використанні сенсорів часто потріб-
но виконувати лінеаризацію вихідних сигналів, 
причому необхідно обчислювати різні нелінійні 
функції. Таким чином, розробка спеціалізованих 
апаратних модулів, що виконують обчислюваль-
ні перетворення біт-потокових даних, є актуаль-
ною [3, 4]. Крім того, в даний час є актуальними 
питання створення підходів до вирішення зав-
дання синтезу обчислювачів, які, з одного боку, 
дозволяли б відтворювати більш широкий спектр 
функціональних залежностей одним методом, а з 
іншого – використовувати при технічній ре-
алізації пристроїв однотипні вузли і блоки, за-
безпечуючи при цьому виконання заданих вимог 
за точністю та часом обчислення (відтворення) 
апроксимуючої функції. 
При представленні вхідних і вихідних величин 
спеціалізованих обчислювачів імпульсними по-
токами реалізація більшості операцій в них є 
більш простою в порівнянні з іншими видами 
кодування. Названа перевага є важливою, 
оскільки в області вимірювання, управління і 
контролю пред'являються більш жорсткі вимоги 
до надійності роботи систем [5].  
Метою роботи є дослідження та розробка кон-
цепції ступінчастої апроксимації функцій визна-
ченого класу, аргумент яких представлений ім-
пульсним потоком. Запропонований метод фор-
мування приростів при функціональному пере-
творенні імпульсних потоків є оптимальним з 
точки зору часу і точності обчислення (відтво-
рення). 
2. Метод формування приростів висхідних 
ступінчастих функцій 
В [6] запропоновано метод ступінчастої 
апроксимації відтворення безперервних 
висхідних функцій. Було зазначено, що в даний 

час знаходять застосування цифрові 
спеціалізовані обчислювачі для відтворення 

безперервних висхідних функцій  
ступінчастим методом що мають обмеження 

 

,        (1) 

функція  має зворотну . 
При таких обмеженнях функції даного класу є 
монотонно зростаючими, що умовно 
розподіляються на два підкласи: першому з них 
належать функції, які знаходяться нижче 
бісектриси, а другому – вище бісектриси 
першого координатного кута.  
Вхідними і вихідними інформаційними 
сигналами обчислювачів, що розглядаються, є 
імпульсні потоки. Періодичність проходження 
імпульсів вхідного потоку визначається 
способом квантування відтворюваної функції по 
аргументу, а періодичність проходження 
імпульсів вихідного потоку - алгоритмом 
функціонування пристрою. 
У разі, коли функція y* змінюється монотонно, 
на вхід пристрою подають періодичну імпульсну 
послідовність прямокутної форми, забезпечуючи 
рівномірне квантування аргументу 
цілочисельними значеннями х = 1,2,3, ...  
Як правило, при синтезі таких пристроїв у першу 
чергу мінімізують час і похибку обчислення. 
У разі, коли аргумент х і значення функції у 
представлені імпульсними потоками, мінімально 
можливий час обчислення буде забезпечено, 
якщо за час введення в спеціалізований 
обчислювач х одиничних імпульсів вхідного 
імпульсного потоку на його виході формується 
значення функції у, що являє собою вихідний 
імпульсний потік. 
З точки зору точності роботи пристрою 
оптимальним може бути режим, що забезпечує 
для всіх цілочисельних значень граничне 
значення абсолютної похибки  обчислення, 
що не перевищує половини одиниці молодшого 
розряду аргументу. 
У зв'язку з цим реалізація оптимального методу 
формування ступінчастих функцій з точки зору 
точності та часу обчислення (відтворення) має 
включати основні етапи: 
1. Вибір апроксимуючої ступінчастої функції y 
для заданої безперервної  та гранично-
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го значення абсолютної похибки  її обчис-
лення в цілочисельних точках. 
2. Встановлення функціонального зв'язку у ви-
гляді аналітичної залежності між номерами 
вихідних імпульсів y=1, 2, 3, ... пристрою та 
відповідними їм вхідними імпульсами = x1, 

x2, x3 ...., що обираються з  вхідного потоку х. 
3. Створення обчислювача, що забезпечує фор-
мування імпульсів вихідного потоку в моменти 
надходження на його вхід  x1, x2, x3, … імпуль-
сів потоку х. 
Обмеження  дозволяє стверджувати, що 
забезпечити безперервне формування приростів 
функції на виході пристрою можна шляхом 
послідовної вибірки певних імпульсів вхідного 
імпульсного потоку по мірі їх надходження на 
вхід обчислювача. Так, при x=100 значення 
функції  дорівнює 10. Це означає, що 
структура обчислювача, яка реалізує дану 
функцію, повинна забезпечити вибірку десяти 
імпульсів зі ста, що надійшли на його вхід. 
Виникає питання: які номери імпульсів  
вхідного імпульсного потоку мають підлягати 
вибірці ? 
У більшості випадків число одиничних імпульсів 
в імпульсному потоці аргументу є величина 
випадкова і задані лише його граничні значення 

 та , при цьому  має порядок 

 та більше. Крім того, навіть при 
порівняно невеликому числі біт в імпульсних 
потоках х і у існує певна кількість варіантів 
організації вибірки у біт з вхідного імпульсного 
потоку х, при цьому ставиться завдання пошуку 
раціонального і оптимального варіантів вибірки. 
При методі формування ступінчастих функцій, 
що розглядається, процес обчислення їх 
цілочисельних значень в обчислювачі пов'язаний 
з операцією округлення дробових значень 
ґратчастої функції до цілих чисел в 
цілочисельних точках. 
Залежно від граничного значення  
абсолютної похибки округлення такому 
обчисленню відповідає певний порядок 
проходження вихідних імпульсів пристрою. 
Проведений аналіз показує, що існує певна 
функціональна залежність між видом функції, 
що обчислюється , граничним 
значенням  абсолютної похибки 

обчислення функції, номерами імпульсів у = 1, 2, 
3,. . . вихідного імпульсного потоку пристрою і 
відповідними їм імпульсами  вхідного 

імпульсного потоку, що дозволяє знайти всі ці 
варіанти. Встановлення цього зв'язку дає 
можливість отримати формулу загального члена  

 числової послідовності x1, x2, x3, …, 

подальший аналіз якої дає можливість  перейти 
до синтезу технічного пристрою, що практично 
здійснює в ньому обчислення членів визначеного 
числового ряду. 
Перейдемо до встановлення цієї залежності. 
Насамперед зауважимо, що при даному підході 
цілочисельні значення функції у, що 
обчислюються із заданою похибкою , 
можуть бути відтворені на виході обчислювача 
однією з двох ступінчастих функцій: 

      (2)  
або  

   ,     (3)  

де х=1,2,3,...;   – задане граничне 
значення абсолютної похибки відтворення 
відповідних безперервних функцій. В (2), (3) 
квадратні дужки позначають цілу частину числа 
при обмеженні . Тому зазначена залежність 
в рівній мірі може бути встановлена шляхом 
аналізу будь-якого з виразів (2), (3).  
Перейдемо до пошуку значень =  x1, x2, x3,… 

незалежної змінної х, що відповідають моментам 
початку формування кожної y = 1,2,3, ... 
сходинки апроксимуючої вихідної функції 
пристрою. 
Для функції (2) з урахуванням обмеження  
при будь-якому рівні , де y =1,2,3, ..., 
можна вказати пару сусідніх цілочисельних 
значень аргументу  та , для яких має 

місце система нерівностей 

    (4) 

Визначаючи з системи (4) значення , 

отримаємо формулу загального члена числової 
послідовності x1, x2, x3,..., що відповідає 
обраним розрядам вхідного імпульсного потоку, 
тобто вузлам апроксимації вихідної функції y: 

,   (5) 

де - функція, зворотна  
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Значення  можуть бути знайдені шляхом 

послідовної підстановки y = 1, 2, 3, ... в 
нерівність (5) обчисленням лівої її частини і 
округленням одержуваних дискретних значень в 
більшу сторону до найближчого цілого числа, 
або обчисленням правої її частини і округленням 
в меншу сторону.  
Оскільки ліва і права частини нерівності (5) 
відрізняються на одиницю, кожне таке 
округлення дозволяє отримати єдине значення 
цілого числа . 

З огляду на це нерівність (5) можна замінити 
рівністю 

.   (6) 

При значеннях y, яким відповідають 
цілочисельні значення , нерівність 
(5) трансформується в рівність 

.    (7) 

Шляхом аналогічних розмірковувань може бути 
отримана формула 

 (8) 

загального члена числової послідовності для 
функції (3) і похідні від неї 

,   (9) 

 ,   (10) 

аналогічні (6), (7) відповідно. 
Вибір групи розрахункових співвідношень (5), 
(6), (7) або (8), (9), (10) при синтезі обчислювача 
повинен мати переваги однієї з них по 
відношенню до іншої, наприклад, з точки зору 
простоти технічної реалізації. 
Оскільки  при , 
значення , що визначаються кожною парою 

нерівностей (5), (8) при   приймають 
вигляд 

,   (11) 

,    (12) 

.     (13) 

Вирази (11), (12), (13) відповідають 
оптимальному варіанту вибірки з точки зору 
точності обчислення значень функції у в 
цілочисельних точках незалежної змінної x.  
У випадку, коли абсолютна похибка обчислень 

, буде забезпечена мінімальна похибка 
обчислення функції.  

В окремому випадку, коли , нерівності 
(5), (8) трансформуються в нерівність (11), яка є 
основним розрахунковим співвідношенням для 
обчислення . При цьому рішення виходить 

єдиним. 
Як приклад використаємо запропоновану вище 

методику обчислення  для функції , 

що апроксимує безперервну  з 
абсолютною похибкою обчислення . 
Скористаємося виразами (5) і (8), що для заданих 
вихідних даних приймають вигляд 

 ,   (14) 

.     (15) 

Підставляючи в (14), (15) значення y=1, 2, 3,… та 
обчислюючи відповідні цілочисельні значення 

, отримаємо дві числові послідовності 1, 2, 11, 

33, 75, … та  1, 6, 22, 55, 110, …, кожна з яких 
ініціює формування на виході обчислювача 

функцій та  
відповідно. 
Зауважимо, що наведені два рішення 
поставленого завдання не є єдиними. Існує 
множина числових послідовностей  x1, x2, x3,…, 
що забезпечують абсолютну похибку обчислення 
функції y не гірше 0,8 одиниці молодшого 
розряду числа x, тому що ця похибка буде 
забезпечена при заміні в (5), (8) значення   

 будь-яким іншим в діапазоні 
. 

При цьому кожному фіксованому значенню 
 з даного інтервалу, за винятком випадку 

, відповідає два рішення завдання. 
Тому рішення, що наведені, гарантують 
виконання вимог з точністю тільки для правого 
кінця інтервалу [0,5; 0,8] похибки . 

Для функції та  нерівність 
(11) приймає вигляд 

.    (16) 

Підставляючи в (16) y=1, 2, 3,…, отримаємо 
=1, 4, 16, 43, …  Визначена послідовність 

формує на виході обчислювача функцію 

, оптимальну з точки зору точності 
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відтворення ґратчастої функції  в цілих 
числах.  
Наведений приклад показує перевагу 
запропонованого методу.  
Метод ступінчастої апроксимації безперервних 
функцій, розглянутий для функцій, що обмежені 
умовою , лежать нижче бісектриси першого 
координатного кута.  Особливістю є те, що число 
вихідних одиничних імпульсів у завжди менше 
від числа вхідних одиничних імпульсів x. 
Очевидно, для функцій, обмежених умовою 

, число вихідних імпульсів y обчислювача 
на інтервалі відтворення завжди більше від числа 
вхідних x. 
З математичної точки зору це означає, що для 
таких функцій одному і тому ж значенню  в 
(5) або в (8) відповідає деяка підмножина 
значень вихідної функції y.  

Розглянемо приклад. Для функції і 
заданої похибки  вираз (5) приймає 
вигляд  

.    (17) 

Для = 2 остання нерівність буде виконуватись 

при y=1,2 і 3. Для = 3 нерівність буде 

виконана при y = 4 і 5. 
Отже, алгоритм роботи обчислювача при 
відтворенні даної функції має бути таким, щоб 
при надходженні на його вхід, наприклад, 
третього одиничного імпульсу вхідного потоку x 
на його виході формувались два одиничних 
імпульси вихідного потоку y. 
3. Метод формування приростів спадних 
ступінчастих функцій 
Запропонований метод відтворення безперерв-
них функцій може знайти застосування не тільки 
для функцій, що мають обмеження (1), але й для 
монотонно спадних функцій, що мають обме-
ження  

, ,      

           ,     (18) 

,     

функція  має зворотну . 

Відмінність полягає в тому, що поточні значення 
ступінчастої функції можуть бути отримані шля-
хом послідовного віднімання вихідних розрядів 
обчислювача на відтворюваному інтервалі з 
цілого числа. При цьому точність і час обчис-
лення (відтворення) визначаються тими ж зна-
ченнями, що і для монотонно висхідних функцій. 
Визначимо величину незалежної змінної , що 

відповідають початку формування сходинок 
вихідної спадної функції y. 
З урахуванням названих обмежень можна 
стверджувати, що для будь-якого з рівнів 

, де y = 1, 2, 3,…, можна 
вказати пару сусідніх цілочисельних значень 
аргументу  та , для яких має місце 

система нерівностей 

,  (19) 

де  – задане граничне значення 
абсолютної похибки відтворення безперервних 
функцій. Оскільки відтворювані безперервні 
функції монотонно спадні, система нерівностей 
може бути записана у вигляді 

,  (20) 

звідки отримаємо  
,(21) 

де  – функція, зворотна 

. 
У зв'язку з тим, що спадна функція відтворюєть-
ся на виході обчислювача із заданою абсолют-
ною похибкою  як ступінчастою функцією 

, так і функцією 
, може бути визначена і друга 

числова послідовність, відповідна вузлам апрок-
симації вихідної функції. 
У випадку абсолютної похибки відтворення 

 нерівність (21) трансформується в 
нерівність  

.(22) 

Це дозволяє визначити формулу загального 
члена  числової послідовності x1, x2, x3,..., що 
відповідає обраним імпульсам вхідного 
імпульсного потоку, тобто вузлам оптимальної 
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апроксимації вихідної спадної функції y з точки 
зору точності відтворення. 
Подібно до того, як були отримані вирази (21), 
(22), можуть бути отримані похідні від них: 

,  (23) 

,   (24) 

,  (25) 

,    (26) 

аналогічні (6), (7), (12), (13). 
Як приклад розглянемо запропоновану методику 
обчислення , що відповідає обраним розрядам 

вхідного імпульсного потоку, для гіперболічної 

функції  і граничної похибки її відтво-

рення в цілочисельних точках . 
Для заданих вихідних даних, скористувавшись 
формулою (21), можна записати  

,(27) 

. (28) 

Далі визначимо цілочисельне значення  ар-
гумента x, починаючи з якого для заданої 
функції виконується обмеження 

. 
Очевидно, це значення визначиться з нерівності 

 .      

В загальному випадку для функції  при 

c=100 

для заданих вихідних даних =10 і, отже, 
 =10. Тому нерівності (27), (28) можна пе-

реписати у вигляді  

,  (29) 

.  (30) 

Підставляючи в (29), (30)  і визначаючи  
, отримаємо дві числові послідовності 11, 12, 

14, 16, 19, 23, 30, 42, 72 і 11, 12, 14, 16, 18, 22, 28, 
39, 63, кожна з яких на інтервалі [10; 100] ініціює 

формування на виході обчислювача функцій 

 і  відповідно. 

Розв'язуючи те саме завдання для  , 

отримаємо єдине рішення  = 11, 12, 14, 16, 19, 

23, 29, 40, 67, що забезпечує оптимальне відтво-
рення гіперболічної функції в цілочисельних 
точках. 
4. Оцінка похибки безперервних функцій 
Оцінимо похибку відтворення безперервної 

функції ступінчастою функцією (2) 

на інтервалі  для  при 

обмеженні . 
Через те, що на кінцях інтервалу, який розгля-
дається, функція  приймає значення 

 і , 

а апроксимуюча її функція (2) – значення  

та  відповідно, для абсолютних похибок 

 в точках  можна записати 

,    (31) 

.     (32) 

Очевидно, в цих точках має місце 
. 

У зв’язку з тим, що на інтервалі  зна-

чення  апроксимуючої функції (2) 

постійне і дорівнює , а безперервна функція 

 монотонно зростає, похибка відтворення на 
цьому інтервалі спочатку зменшується до нуля 
(нулю відповідає точка перетину функції   з 
рівнем ), а потім знову збільшується в об-
ласті від'ємних її значень і наприкінці інтервалу 

 приймає значення . Це озна-

чає, що функція (2) забезпечує похибку відтво-

рення функції  не гірше  для будь-яких 

значень змінної . 
Аналогічним чином можна оцінити похибку 
відтворення безперервної функції  ступінча-

стою функцією (3) на інтервалі . При 

цьому відмінність буде полягати в тому, що в 
області від'ємних значень ця похибка збільшува-
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тиметься і на правому кінці інтервалу  

може прийняти значення . 
Обчислимо приріст цієї похибки відносно рівня 

.  З (9) випливає, що  

,   (33) 

де  – величина, яка доповнює дробове 

значення  до найближчого 
цілого числа. 

Якщо функція на інтервалі  досить 

гладка, величина цього приросту складе 
. Тому граничне значення 

похибки  на правому кінці інтервалу 

 визначиться  

 . (34) 

З (34) випливає, що похибка відтворення функції 

 всередині інтервалу  в загальному 

випадку може бути більша, ніж на його кінцях, 
на величину . 

Виключити цю складову можна шляхом фор-
мування на виході обчислювача імпульсів потоку 
y при надходженні на його вхід кожного 

-го імпульсу потоку x з наступною за-

тримкою кожного з них на інтервал часу 
 відповідно, де Т - період слідування 

імпульсів вхідного потоку обчислювача. 
Використовуючи описану вище методику, можна 
оцінити похибку відтворення спадної безперерв-
ної функції ступінчастими (2), (3) на інтервалі 

. Так, при апроксимації функцією (2) 

максимальна похибка має місце на правому кінці 
інтервалу  та визначиться  

.  (35) 

При апроксимації функцією (3) похибка не пере-
вищує заданої  . 
5. Висновки 
1. Запропоновано метод формування цілочисель-
них значень обчислюваних функцій визначеного 
класу, аргумент яких представлений імпульсним 
потоком. Метод заснований на вибірці певної 
частини імпульсів вихідного потоку та забезпе-
чує мінімально можливий час обчислень, що 

визначається довжиною потоку при заданій гра-
ничній абсолютній похибці з інтервалу [0,5;1).  
2. Наукова новизна полягає у тому, що з точки 
зору часу і заданої похибки обчислення (відтво-
рення)  оптимальним є запропонований 
метод формування одиничних приростів ступін-
частої функції y в моменти часу, строго 
відповідні певним цілочисельним значенням ар-
гументу x вхідного імпульсного потоку. Отрима-
но математичні залежності, що встановлюють 
цю відповідність.  
3. У загальному випадку задана абсолютна гра-
нична похибка обчислення  може бути 
забезпечена шляхом формування одного з мно-
жини імпульсних потоків x1, x2, x3,…, обумов-
лених отриманими математичними залежностя-
ми при заміні в них величини  будь-якою 

іншою з інтервалу [0,5; ].   
Вибір потоку визначається вимогами певних 
технічних характеристик проектованих при-
строїв. 
4. В окремому випадку для  рішення 
виходить єдиним, тому що існує тільки одна 
цілочисельна послідовність x1, x2, x3,…,  яка 
забезпечує мінімально можливу похибку обчис-
лення, що не перевищує половину одиниці мо-
лодшого розряду аргументу x. 
5. Похибка відтворення безперервних функцій 

 ступінчастими y для цілочисельних значень 
аргументу x завжди не перевищує заданого гра-
ничного значення абсолютної похибки . 
Похибка апроксимації висхідних та спадних 
функцій ступінчастими (2), (3) відповідно для 
дробових значень буде більша заданої  на 

правому кінці кожного з інтервалів  

на величину  і 

 відповідно, де . З 

ростом х ця складова похибки наближається до 
нуля. Виключити її вплив можна шляхом фор-
мування сходинок функції y в моменти часу, 
відповідні дробовим значенням змінної x. 
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